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ГРАНИЦЫ , ПЛЕНОЧНЫЕ ПОКРЫТИЯ , ВАКУУМ , 
ПОВЕРХНОСТНАЯ РЕАКЦИОННАЯ ДИФФУЗИЯ " 
 
В отчете представлены результаты исследований, выполненных по 6 
этапу Государственного контракта № П1230 "Диффузионные процессы в 
новых геттерных материалах и на поверхностях при наличии областей с 
движущимися границами" (шифр "НК-647П") от 07 июня 2010 г. по 
направлению "Механика" в рамках мероприятия 1.3.1  "Проведение научных 
исследований молодыми учеными - кандидатами наук.", мероприятия 1.3 
"Проведение научных исследований молодыми учеными - кандидатами наук 
и целевыми аспирантами в научно-образовательных центрах" , направления 1 
"Стимулирование закрепления молодежи в сфере науки, образования и 
высоких технологий." федеральной целевой программы "Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России" на 2009-2013 годы. 
 
Цель работы:  
1. Выполнение теоретических исследований VI этапа, раскрывающих 
содержание работ по решению поставленных научно-исследовательских 
задач и обеспечивающих возможность воспроизведения результатов 
проведенных исследований. 
2. Обобщения и оценки результатов исследований, выработка 
рекомендаций по использованию результатов. 
3. Подготовка аналитического отчета о проведении теоретических 
исследований. 
4. Подготовка публикации «Mathematical model surface reaction diffusion 
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during formation of molybdates and tungstates» по результатам исследований в 
рейтинговом международном журнале International Journal of Heat and Mass 
Transfer издательства Elsevier, рекомендованном ВАК. 
 
Методы, использованные при выполнении отдельных видов работ: 
методы теоретического моделирования тепломасообменных процессов и 
задач с движущимися границами, методы приближенной формулировки и 
анализа рассматриваемой проблемы, методы оценки релаксационных времен 
и дифференциальных рядов, методы конечно-разностного решения 
уравнений математической физики, метод выпрямления фронта для задач с 
подвижной границей, метод нелинейной прогонки, метод Ньютона. 
Инструментарий, использованный при выполнении отдельных видов 
работ: 
1. Математический пакет MathCad. Кроссплатформенный графический 
C++-инструментарий для разработки программного обеспечения Qt. 
2. Электронные научные библиотеки. Поисковые ресурсы Интернета. 
Компьютеры, оснащенные выходом в Интернет (сеть УрФУ), с 
лицензионным программным обеспечением. 
3. Компьютеры уровня не ниже Intel Pentium IV. Лицензионное 
программное обеспечение.  
4. ГОСТ 7.32-2001 «Отчет о научно-исследовательской работе. 
Структура и правила оформления». 
5. Теории тепломассопереноса, зернограничной диффузии, авторские 
методы  решения   подобных   задач,    развитые    в    предшествующие   
годы: а) Пермикин Д.В., Иванов А.О., Теоретические основы химической 
технологии. - 2009. - Т 43, №6. - С. 695-701.; б) Permikin D., Ivanov A., 
Chuntonov К., J. of Alloys and Compounds, - 2008. - Vol. 456, Is. 1-2. - P. 187-
193.; в) Зверев В.Н. Вестник Башкирского университета. Том 13. № 3(1). 




В соответствии с конкурсной документацией, Государственным 
контрактом № П1230 от 07 июня 2010 г., календарным планом проведения 
исследований проведены следующие виды работ по VI этапу (выполнена 
следующая последовательность действий): 
1. Выполнены теоретические исследования 6 этапа, раскрывающие 
содержание работ по решению поставленных научно-исследовательских 
задач и обеспечивающие возможность воспроизведения результатов 
проведенных исследований. 
2. Выполнено обобщение и оценка результатов исследований. 
3. Сформулированы модели, методы, программы, позволяющие 
увеличить объем знаний для более глубокого понимания изучаемого 
предмета исследования и пути применения новых явлений, механизмов или 
закономерностей. 
4. Подготовлен аналитический отчет о проведении теоретических 
исследований (объем 4 п.л.). 
5. Подготовлена публикация по результатам исследований в 
рейтинговом международном журнале, рекомендованном ВАК. 
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Согласно разработанному плану выполнения работ по 
Государственному контракту на VI этапе необходимо провести обобщение 
результатов; дать оценку исследованию в целом; подчеркнуть модели, 
методы и программы, позволяющие увеличить объем знаний для более 
глубокого понимания изучаемого предмета; а также выработать 
рекомендаций по использованию результатов проведенной работы при 
разработке научно-образовательных курсов. 
Ниже приводятся обобщения и выводы, аннотированная спарвка по 
результатам выполнения работ на I – V этапах. Дается описание 
программного комплекса, прошедшего регистрацию в госурарственном 
Реествре программ для ЭВМ. Производится перечисление исследованных 
моделей и полученных аналитических решений, дается качественное 
сравнение результатов. Приводятся использованные методы. 
К отчету также прилагается корректура статьи «Mathematical model 
surface reaction diffusion during formation of molybdates and tungstates», 
опубликованной в зарубежном журнале «International Journal of Heat and Mass 
Transfer» издательства Elsevier, с обязательной ссылкой на проведение 
поисковой научно-исследовательской работы в рамках реализации ФЦП 
«Научные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009 – 
2013 годы. Статья прошла корректуру, выходные данные должны появится с 
недели на неделю. 
Научно-технический отчет подводит итог трехлетней работы в рамках 
проекта «Диффузионные процессы в новых геттерных материалах и на 






1. Аннотированная справка по научным результатам НИР, 
полученным на предыдущих этапах 
 
Исследовательская работа проекта посвящена изучению двух 
различных физико-химических процессов (поглощение газов геттерами и 
получение поверхностных покрытий с помощью поверхностной диффузии). 
Однако оба рассматриваемых явления относятся к одному классу процессов 
окалинообразования поверхностей (а с математической точки зрения к 
классу задач с подвижными границами), поэтому в проекте рассматриваются 
общие вопросы и математические подходы к решению подобного рода задач. 
При описании и геттеров, и поверхностной диффузии схожи методы 
моделирования, математические приемы анализа и построения решений, 
поэтому целесообразно рассматривать два различных, строго говоря, явления 
в рамках одного проекта «Диффузионные процессы в новых геттерных 
материалах и на поверхностях при наличии областей с движущимися 
границами». 
На I этапе выполнения работ по Государственному контракту был 
приведен подробный аналитический обзор сведений и подходов к 
исследованию поверхностной реакционной диффузии и геттерных 
материалов. На основании аналитического обзора были выбраны и 
обоснованы оптимальный вариант направления исследования и план 
проведения исследования. Затем в рамках выполнения работ на I, II, III, IV, 
V, VI этапах последовательно был реализован выбранный курс исследования. 
Проследим по этапам основные результаты. 
Первый этап теоретических исследований посвящен аналитическому 
обзору состояния проблемы тонких покрытий и представляет собой  
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а) обзор по исследованию процессов окалинообразования: физико-
химическая сущность процесса и математические подходы моделирования и 
решения задач окалинообразования; 
б) теорию исследования поверхностной реакционной диффузии: 
физико-химические особенности процесса, историю изучения 
зернограничной диффузии, классическое исследование Фишера, ранние 
модели описывающие поверхностную раекционную диффузию; 
б) описание хемосорбционных материалов (геттеров) на основе 
активных газопоглощающих материалов (например, Li) способных 
длительное время поддерживать вакуум в камере. 
Аналитический обзор отличает подробный анализ и разбор ранних 
моделей поверхностной диффузии и геттеров. Такой подход позволил 
подчерпнуть приемы и методы научного исследования и на этой базе строить 
новые углубленные исследования. В рамках I этапа осуществлена постановка 
модели поверхностной диффузии при условии обратимости химической 
реакции, а также модели поглощения газов геттером в камере с постоянным 
давлением.  
В результате теоретических исследований второго этапа 
Государственного контракта были исследованы две математические модели: 
модель поверхностной реакционной диффузии при условии обратимости 
химической реакции и модель использования геттерного материала при 
постоянном давлении в вакуумной камере. Обе модели были успешно 
решены. 
При анализе поверхностной реакционной диффузии выявлен режим 
«почти постоянной» скорости роста слоя ls(). Он объясняется 
перераспределением диффузионных потоков, обратимостью химической 
реакции и дает оценку скорости роста слоя ls(), глубины проникновения 
фронта. Такое понимание процесса позволит в дальнейшем дать более 
развернутые и конкретные рекомендации по нанесению тонких 
поверхностных покрытий.  
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При моделировании поверхностной реакционной диффузии, учитывая 
обратимости химической реакции, была введена cu   концентрация 
динамического равновесия, а длина поверхностного слоя ls() нового 
вещества определялась из алгебраического соотношения cs ulu ))(,(  . 
Решение задачи удалось получить численно. В результате решения были 
найдены все основные характеристики процесса: концентрация 
диффундирующего вещества на поверхности подложки, длину 
поверхностного слоя ls(), глубину проникновения фронта реакции. В этом 
смысле можно говорить о полном решении задачи и о достижении 
поставленных целей. 
Анализ полученных решений показал, что при диффузионном 
распространении вещества по поверхности реализуются два режима: быстрая 
скорость роста слоя ls() в первые моменты времени сменяется «почти 
постоянной» скоростью роста. 
Модель геттерного материала при наличии постоянного давления в 
вакуумной камере позволяет описать процесс истощения лития, оценить 
относительную сорбционную емкость материала. Подробно рассмотрена 
постановка модели, ее решение (методами оценки релаксационных времен, 
разложением функции в ряд) и проведен анализ полученных решений. В 
результате решения были найдены все основные характеристики процесса: 
концентрация лития внутри материала, скорость сорбции, толщина пленки 
продукта реакции на поверхности материала. В этом смысле можно говорить 
о полном решении задачи и о достижении поставленных целей. 
Анализ полученных решений показал, что важным для понимания 
процесса исчерпания лития (скорости сорбции) является наличие 
диффузионного или кинетического режима протекания процесса, которое 
определяется величиной параметра Н. Систематично и подробно были 
рассмотрены оба режима и дано их сравнение. Оказалось, что на 
эффективность использования материала значительную роль оказывает 
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величина давления, при котором используется материал. Повышенное 
давление приводит к тому, что в материале образуется диффузный слой, 
который препятствует поглощению газов в камере и значительно понижает 
скорость сорбции (а значит и полезность материала). Наоборот, пониженное 
давление приводит к кинетическому режиму, при котором скорость сорбции 
и относительная сорбционная емкость выше, а материал используется 
продуктивнее. 
В результате теоретических исследований третьего этапа 
Государственного контракта были сформулированы две математические 
модели поверхностной реакционной диффузии: модель с испарением и 
модель с одновременным учетом испарения диффузанта и обратимость 
химической реакции. Первая модель была подробно рассмотрена в ходе 
выполнения 3-го этапа работ, вторая модель будет рассмотрена на 4-м этапе. 
Модель с испарением учитывает перераспределение диффузионных 
потоков и возгонку диффузанта, она представляет собой систему 
параболических уравнений осложненных подвижной неизвестной границей. 
Разработан алгоритм нахождения конечно-разностного решения, основанный 
на методе выпрямления фронта. Благодаря оценке характерных времен 
происходящих процессов, удалось построить аналитическое приближение. 
Численное и аналитическое решения хорошо согласуются друг с другом в 
широком диапазоне значений параметров модели, в том числе предельных 
случаях. Анализ позволил установить временной закон роста поверхностного 
слоя, который имеет порядок ln(t).  
На основании модели геттерного материала при постоянном давлении 
(разработанной на II этапе) произведено качественное сравнение 
работоспособности геттерного материала в стандартных условиях.  
На четвертом этапе теоретических исследований Государственного 
контракта была решена обобщенна модель поверхностной реакционной 
диффузии, учитывающая одновременное влияние испарения диффузанта с 
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открытой поверхности подложки и обратимость химической реакции. 
Модель решена аналитически и численно.  
Аналитическое решением опирается на метод дифференциальных 
рядов (решение внутренней подзадачи), на метод интегрального 
преобразования Лапласа (построение первого и второго приближений). 
Решение является приближенным и производилось в три этапа: поиск 
первого приближения  ),(1 u  (при 0=F ), поиск первого приближения 
S1(τ,ξ), поиск второго приближения ),(2 u .  
Численное решение опирается на опробированные методы,  
разработанные на предыдущих этапах выполнения Госконтракта. Дается 
сравнение численного и аналитического решений, делается выбор в пользу 
численного алгоритма, как основого инструмента теоретического 
исследования.  
В работе дается сравнение трех математических моделей поверхностной 
реакционной диффузии, которые изучались ранее. Делается вывод о том, что 
обобщенная модель наиболее полно и точно описывает рассматриваемое 
явление. И обратимость реакции, и испарение влияют на остановку (резкое 
замедление) поверхностного фронта реакции.  
В рамках теоретических исследований  пятого  этапа 
Государственного контракта был подробно изучен численный метод решения 
модели поверхностной реакционной диффузии. В качестве тестовой модели 
рассмаривалась задача без учета обратимости реакции и испарения вещества. 
Для более точного исследования задача была решена аналитически. 
Полученное аналитическое решение позволило не только сравнивать 
поведение фронта реакции, концентрации веществ и динамику длины 
поверхностного слоя, но и обосновало сведение поставленной задачи к 
«упрощенному» виду. 
При решении поставленной задачи подробным образом 
проиллюстрирован численный метод. После рассматривается погрешность 
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решения в зависимости от величины разбиения пространственно-временной 
сетки. Оказалось, что при фиксированных значениях шагов по 
пространственным координатам (h1,h2) и уменьшении шага по времени λ, 
погрешность уменьшается. Но при уменьшении h1 (или h2) и при 
фиксированных значениях λ, h2 (или h1) погрешность увеличивается. Такое 
поведение погрешности, позволяет говорить о существовании зон 
устойчивости и неустойчивости при разных соотношениях шагов сетки λ, h1, 
h2, вследствие этого построенный метод можно отнести к условно 
устойчивым. 
При анализе модели в «упрощенном» виде удалось доказать 
сходимость итерационных процедур, что является несомненным успехом. 
Проделанная работа дает основания считать, что численное и 
аналитическое решения хорошо согласуются друг с другом в широком 
диапазоне значений параметров модели. С одной стороны это подтверждает 
справедливость оценок, сделанных при построении аналитического решения, 
с другой стороны − графики искомых величин u, S , w, ls косвенно 
подтверждают сходимость численных методов. 
Результаты проведенных исследований опубликованы в двух статьях 
высокорейтинговых журналов из списка ВАК (журнал «Вычислительная 
механика сплошных сред», г. Пермь, статья «Поверхностная реакционная 
диффузия возгоняющихся веществ» и журнал International Journal of Heat and 
Mass Transfer издательства Elsevier, статья «Mathematical model surface 
reaction diffusion during formation of molybdates and tungstates»). 
Полученные результаты представлены тезисах (3 публикации) 
международных научно-технических конференциях «ПРИКЛАДНЫЕ 
ЗАДАЧИ МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ» в 2010, 2011 гг., г. Севастополь, 
Украина. 
В ходе выполнения исследовательской работы была создана программа 
для расчета основных характеристик процесса поверхностной реакционной 
диффузии. Программа зарегистрирована в Реестре программ для ЭВМ «19» 
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апреля 2012 г., Свидетельство о государственной регистрации программ для 
ЭВМ  № 2012613680. 
Существенная часть исследования вошла в кандидатскую диссертацию 
В.С. Зверева «Математическое моделирование поверхностной реакционной 
диффузии с фронтальной химической реакцией». Диссертация уже 
представлена по месту выполнения (Уральский федеральный университет 
имени первого Президента России Б.Н. Ельцина) и готовятся документы для 
передачи диссертации в Совет для защиты. 
Материалы исследрования были использованы для подготовки 
дипломных работ и ведения научно-образовательных курсов «Аналитические 




















2. Аналитический отчет о проведении теоретических 
исследований 
 
На предыдущих этапах выполнения проекта было показано, что 
модель, учитывающая лишь перераспределение потоков диффузанта, не 
предполагает стабилизации роста слоя продукта реакции на поверхности 
подложки, хотя и предсказывает довольно медленный рост порядка 4 t . 
Однако в рассмотренной модели использовалась декартова геометрия, то 
есть не принималась во внимание цилиндрическая форма образцов, 
участвующих в экспериментальном исследовании. Возникает вопрос: 
«Действительно ли цилиндрическая форма не вносит существенного влияния 
на динамику длины поверхностного слоя»? 
 
2.1  Радиальная поверхнострая диффузия 
 
Полный диффузионный поток оказывается разделенным на два: поток 
диффузанта вдоль поверхности подложки и поток от поверхностного слоя 
вглубь подложки (рисунок. 1). 
 
 
Рисунок – 1. Схема распределения диффузионных потоков  
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в случае радиальной геометрии. 






























    
(1) 
     .0=0,,=, 0 zuurtu d        (2) 
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   0.=0,r  
Система уравнений (1)-(3) описывает поверхностную диффузию с 
происходящей на фронте реакцией в случае радиальной геометрии 
расположения реагентов. Прежде чем приступить к исследованию модели 

















































u    (4) 
 1.=),(,0=)(0, duu   
 ),,(<<00,>,=  SwDw    (5) 










     (6) 
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 - безразмерные параметры модели. 
Затем, что, как и ранее, P  указывает на интенсивность оттока диффузанта с 
поверхности, а F  - характеризует процесс диффузии внутри подложки. 
Применяя метод дифференциальных рядов [5] к задаче (5)-(6) и 
ограничиваясь первым слагаемым (что эквивалентно предположению 0tw , 
которое следует из оценки релаксационных времен), получим выражение для 
  ,,w : 
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Исходя из постановки задачи, будем считать, что условия, нужные для 
перестановки операции дифференцирования и интегрирования, выполнены. 
Перепишем первое уравнение системы (8), проинтегрировав по  , учтя 
начальные условия и подставив  SSu 1=  , получим 
 






















=][  - оператор Лапласа. 
















































 )(0 S  является решением дифференциального уравнения 
),(=),( dd Su 
    dS  ,1  при условиях 1=),( du   и 0=)(0,S . 
Таким образом, исходная система (4)-(6) свелась к нелинейной краевой 
задаче на луче. Для того чтобы исследовать эту задачу, применим 
преобразование годографа, то есть будем считать, что )(= Sf  и по правилу 




   












sssss  (10) 
 
Переменный параметр меняется на интервале ][0, 0S , потому как 
функция S  принимает свое максимальное значение в начале координат, в 
данном случае при d = . В случае продольной геометрии это будет явно 
следовать из решения. Заметим, что можно переписать в форме  
     .1=1 32 sssss fPsffsffs   
Решение уравнения в скобках можно найти, поэтому «введём фиктивный 
параметр малости »:  
    .)(1=1 32 sssss Psffsfffs   
 который впоследствии приравняем к единице, а значит, неизвестную 
















Такой выбор множителя перед рядом обеспечивает исчезновение параметра 
P  в уравнении (10). Многократно применяя правило перемножения рядов 
[5], получим:  






































































 а само уравнение запишется следующим образом 
 




































































Краевые условия распределим следующим образом    PSSf d == 00 , 
  00 Sf , а для всех 0>i    0=0Sfi ,   0=0if . 
"Нулевое"  приближение: 0=))()(1( 30000 fSfSff  . Так как ищем 



























































Из-за наличия множителя 1n  в левой части, чтобы получить 
выражение для n  нужно в сумме взять верхний предел 1n  и также 
изменить индексы слагаемых, тогда получим уравнение для nf : 
 


































































































После приведения подобных слагаемых и ввиду определения "нулевого"  
приближения (11) получим неполное линейное уравнение второго порядка.  
 
       SqffSfSfffSfffSf nn'''''n'''n =)()(1)(3)(1 300020000  
     ,=)(31)(1 200 SqffSfSf n'n'''n   (12) 
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2.2  Продольная поверхностная диффузия 
 
Для описания процесса поверхностной реакционной диффузии данном 
случае необходимо учесть цилиндрическую форму подложки и ей радиус sr . 
Будем пренебрегать потоком, параллельным оси Oz, как и ранее, в модели 
(1)-(3) пренебрегли потоком вдоль оси Or. Также в отличие от (1) перед 
слагаемым, отвечающим за отток диффузнта внутрь, необходимо ставить 
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    (14) 
   0,=,0, zrw  
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Рисунок – 2. Распределение диффузионных потоков 
в случае продольной геометрии. 
  
Искомая величина длины поверхностного слоя )(tls  определяется из 
условия    0=, tlt s  для радиальной геометрии, и из    ss rtlt =,  для 
продольной геометрии. Для этой модели введем схожие с предыдущими 




























zS  , где 0t  
совпадает с ранее определенной величиной. Ввиду 0w  и введенных 





























































Аналогично предыдущему случаю радиальной геометрии определим 
)(=)0,=( 0  SS  как решение второго дифференциального уравнения системы 
(74)    uSSS s  =/ln1   в точке 0=  при граничных условиях 1=,0)(u  и 



































Поскольку граница реакции перемещается медленно ( 1<<S ), то уравнение 
для поиска S  также можно получить интегрированием по   первого 























































































g  это уравнение 



















Получилось уравнение с разделяющимися переменными, его решением будет 
















































В данной геометрии sS  , 0S'  при  , тогда 0g , а значит 




























































Выражение под корнем неотрицательно, поэтому это выражение корректно. 
Учитывая, что функция S  в данной геометрии должна возрастать и на 
интервале sS <<0    0<1/ln sSS , необходимо выбрать знак минус. Теперь 
















        .4848161/ln2121/ln43 2
1
23224  Cvvvvvv ssss  
 
2.3  Результаты расчетов и сравнение геометрии 
 
Для дальнейшего анализа решения найдем уравнение движения 
границы реакции. Это можно сделать из соотношения 0=))(,(  slS  в случае 
радиальной геометрии, и sslS  =))(,( .в случае продольной геометрии. Но так 
как решения задач получились лишь асимптотически стремящимся к нужным 
величинам, то найдем )(sl  из соотношении  =))(,( slS  и  sslS =))(,( , где 
1<< , поэтому, исходя также из (10), получим для радиальной геометрии 
 


































l  (21) 
        1/ln2121/ln43 224 sss vvvv  
  .3294816 2
1
3423  sssvv  
 
Последнее выражение наиболее простое для анализа возможности 
стационарного состояния. Для этого надо лишь вычислить производную 
      ''s SSIl 00= , где  vI  - подынтегральное выражение, которое на интервале 
sS <<0  отрицательна в силу наличия множителя   1/ln svv . Из 
определения величины  0S  следует, что   0<0 
'S , а значит, на 
рассматриваемом интервале длина поверхностного слоя монотонно растет. 
Ввиду аналогичности моделей схожего результата стоит ожидать и от 
модели с радиальной геометрией. Действительно, в ходе построения 
выражения (20) было обнаружено, что наибольший вклад в решение вносит 
первое слагаемое )(0 f , из явной формулы (11) которого, а также из 
определения величины    211=0S , следует, что    1/40 =,  Of  для 
достаточно больших  . Значит, модели, учитывающие цилиндрическую 
форму образцов, не предполагают достижения стационарного состояния. 
Интерес также представляет и сравнение длины поверхностного слоя 
для разных геометрий (рисунок 3). Функции, заданные неявным образом, а 
также величины, связанные с ними, исследовались с помощью 





Рисунок – 3. Сравнение длин поверхностного слоя для разных геометрий.  
Кривая 1 – длина поверхностного слоя для продольной; остальные  
кривые – для радиальной поверхностной диффузии. 
 
Экспериментально наблюдалась следующая зависимость sl  от 
геометрии потока диффузанта: в продольной геометрии предельная 
поверхностная длина была больше, чем в радиальной. Как видно из графиков 
функции подобное поведение и наблюдается при определенных значениях 
параметров, и предсказывает возможность другого поведения. Все это 
говорит о том, что полученные решения достаточно точно передают 
особенности построенных моделей, в том числе, такие как монотонное 
убывание и выпуклость профилей концентрации и фронта химической 
реакции. Из проведенного анализа вытекает самый главный вывод о том, что 
желаемой остановки движения поверхностного слоя достичь не удалось. 
Таким образом, можно сделать вывод о малом влиянии фактора 
геометрии расположения реагентов на характер продвижения 








3. Отчет по обобщению и оценке результатов исследований. 
 
3.1. Моделирование поверхностной реакционной диффузии 
 
Процесс быстрой поверхностной диффузии, сопровождающейся 
химической взаимодействием, получил название поверхностной 
реакционной диффузии (ПРД). В работах [1]-[4] экспериментально изучена 
зависимость характеристик процесса от температуры, пористости, магнитных 
полей, а также геометрии расположения твердых реагентов. При этом в 
результате всех экспериментов наблюдалась квазистабилизация длины слоя 
вступившего в реакцию вещества на поверхности подложки, что является 
весьма нетипичным поведением для диффузионных процессов. 
 
3.1.1. Четыре модели поверхностной диффузии 
 
 Перечислим отновные принятые допущения: 
1. Коэффициент диффузии по поверхности подложки 1D  намного 
больше чем коэффициент диффузии в ее объеме 2D . Это позволяет полный 
диффузионный поток разделить на два взаимосвязанных потока: 1 − поток 
диффузанта вдоль поверхности подложки, 2 − поток от поверхностного слоя 
вглубь подложки.  
2. На поверхности диффузант распространяется в тонком 
поверхностном слое толщины  . Концентрацию диффузанта описывает 
функция ),( xtu . Внутри подложки концентрафия диффузанта описывается 
функцией ),,( yxtw . Реакция происходит внутри подложки. 
3. Константа скорости химической реакции такова, что позволяет 
сосредоточить реакционное взаимодействие на некотором фронте реакции 




4. Реакция братима и существует концентрация динамического 
равновесия диффузанта cu . Смысл этой концентрации заключается в том, что 
химическое взаимодействие происходит, когда концентрация диффузанта 
больше этого порогового значения cuyxtw >),,( . Если концентрация 
диффузанта меньше cu , то реакция протекает в противоположном 
направлении.  
5. Испарение происходит с открытой поверхности подложки. 
Поскольку диффузант распространяется в тонком поверхностном слое 
толщины  , то и испарение происходит из этого тонкого слоя. 
6. Для анализа не будем принимать во внимание, что подложка и 
источник диффузанта имеют  цилиндрическую форму. Будем рассматривать 
прямоугольные координаты, рисунок 4. 
7. Постановка задачи является изотермической, не учитывается 
изменение температурного поля вследствие испарения и протекающей 
реакции. Такое упрощение основано на том, что экспериментальные 
исследования проводились десятки часов в печах-термостатах при 
постоянной температуре,  а так же на том, что выравнивание температурного 
поля происходит значительно быстрее диффузионного и на «диффузионных 










Простая модель поверхностной реакционной диффузии без учета 







































































Искомая величина длины поверхностного слоя )(tls  определяется из условия 
 
    1.,=, = tlt s  (28) 
 






































Искомая длина поверхностного слоя прореагировавшего вещества 
находится приближенным аналитическим способом по условию  


















































где ).(=211=,0)( 0  SS  
 
Модель поверхностной реакционной диффузии с испарением вещества 
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 xtuxtwyxw ,)0,,(,0),,0(  .    (32) 
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 , 0t .  
 
Искомая длина поверхностного слоя прореагировавшего вещества находится 
приближенным аналитическим способом по условию      =, slS . Решение 
принимает вид: 
     ,121
2
1
=)(  IIls  
где  
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Обобщенная модель поверхностной диффузии с происходящей на 
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Разберем каждую модель.  
1. Когда отсутствуют испарение и обратимость реакции, то основное 
влияние на движение поверхностного слоя оказывает перераспределение  
диффузионных потоков (штрих-пунктирная линия, рисунок 5). В этом случае 
подтверждается классический результат Фишера (модель диффузии с 
оттоком, [6], [7]), который дает оценку l ~  1/4. При аналитическом решении 






































Конечно ни о какой остановке реакционного фронта речь не идет.  
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 2. Модель с испарением (сплошная линия, рисунок 5). В результате 
исследований получен логарифмический закон l ~ ln() распространения 
реакционного фронта по поверхности подложки: 
     IIsl 2112
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 На лицо замедление, но не остановка. Дело в том, что концентрация 
диффузанта на поверхности с течением времени достигает стационарного 
значения (пример – первое приближение ),(1 u ). Однако из этого 
стационара не следует остановки реакционного фронта, поскольку 
проникновение диффузанта внутрь подложки не прекращается и 
реакционный фронт продолжает распространятся. Даже ничтожно малая 




Рисунок 5. Штрих-пунктирная линия – модель без обратимости реакции и без испарения; 
сплошная линия – модель с испарением; штрих-пунктирная линия с двойной точкой – 
модель с обратимостью реакции; пунктирная линия – обобщенная модель поверхностной 
реакционной диффузии. Параметры поделей: F = 1, ,2.0=β uc = 0.01, 





 3. Модель с обратимостью реакции (штрих-пунктирная линия с 
двойной точкой, рисунок 5). В этом случае не удалось построить 
аналитического решения и оценить скорость распространения, но видно, что 
закон распространения фронта становится еще медленней. Предположение 
обратимости реакции влияет существенным образом, однако, не решающим. 
Дело в том, что диффузионные потоки постоянно подпитывают подложку: 
вещество разностится по поверхности, проникет вглубь. Чтобы достичь 
порогового уровня uc для реакционного взаимодействия просто необходимо 
время. 
 4. Модель с обратимостью реакции и испарением (пунктирная линия, 
рисунок 5). В этом случае два эффекта дают наиболее правдоподобный закон 
движения реакционно фронта. Наличие испарения обеспечивает с течением 
времени стационарное распределение концентрации диффузанта на 
поверхности. При этом порог реакционного взаимодействия uc гарантирует, 
что движение фронта не будет происходить в тех областях, где концентрация 
диффузанта на поверхности меньше этого значения uc. Другими словами, 
стационарное распределение концентрации диффузанта на поверхности 
задает пределы распространения реакционного фронта.  
Таким образом, принципиальная возможность остановки (или резкого 
замедления) допускается и все зависит от соотношения двух параметров 
модели (P и ), которые выражают интенсивность диффузионного 
перераспределения (оттока с поверхности) и испарения. Если отток велик, то 
стационарное распределение концентрации диффузанта на поверхности 
устанавливается долго и эффект замедления реакционного фронта по 
поверхности за обозримое время численного эксперимента практически не 
наблюдается, рисунок 6. В этом случае модель близка к модели без 
испарения, только с обратимостью реакции. В обратном случае, если 
испарение происходит быстро и задает стационарное распределение 
концентрации, то эффект остановки (резкого замедления) наблюдается, 
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рисунок 7. Заметим, что при наличии неисчерпаемого источника (во всех 
моделях) не имеет существенного значения количество испарившегося 
вещества, достаточное проникновение диффузанта вглубь подложки будет 
обеспечиваться долей (процентом) от общего диффузионного потока, 
поступающего на подложку. 
 На последок еще раз приведем экспериментальные результаты по 
исследованию поверхностной реакционной диффузии (рисунок 8) и 
напомним, что диффундирующие вещества при используемых температурах 
возгоняются [8]. Авторы считают, что явление остановки (или резкого 








Рисунок 6. Длина поверхностного слоя при различных значениях параметра Р. Штрих-
пунктирная линия с двойной точкой Р = 0.4, штрих-пунктирная линия Р = 0.04, 
пунктирная линия Р = 0.004, сплошная линия Р = 0. Другие параметры модели  = 0.002 , 
uc = 0.01. В построении использовались безразмерные величины введенные при 































Рисунок 7  Длина поверхностного слоя при различных значениях параметра . 
Штрих-пунктирная линия   = 0.002, пунктирная линия  = 0.02, сплошная линия  = 0.2. 















3.1.2. Методы численного решения 
 
Продемонстрируем на простой модели поверхностной реакционной 
диффузии (без учета испарения вещества и обратимости реакции) основные 
приемы численного решения. Опишем постановку задачи кратко, поскольку 
в предыдущих отчетах подобные модели уже описывались. Требуется 




 ''''t wPuu  (45) 
 0.=|1,=| 0=0=  uu  
 ,<<0,= SFww '''t   (46) 








 0.=|,|= 0== tS
'
t SwS   (47) 
 
Искомая длина поверхностного слоя прореагировавшего вещества 
находится     =, slS . 
Нелинейность рассматриваемой модели обусловлена, прежде всего, 
наличием неизвестной (свободной) границы химической реакции. Для 
численного решения таких задач применяются самые разные подходы: на 
основе метода граничных элементов (описание можно найти, например, в [9], 
[10], модификации конечных элементов ([11], [12], [13]), методы, в которых 
используются метод конечных разностей. Подробный обзор последних 
содержится в книге [14]. 
Для численного решения задач со свободными границами среди 
конечно-разностных методов можно выделить два основных подхода. Один 
из них – это совокупность приемов, в которых граница раздела фаз 
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выделяется явным образом. К другому классу можно отнести методы без 
выделения этой границы, так называемые методы сквозного счета. 
К методам с выделением границы относятся методы с выпрямлением 
фронта, когда используется динамическая сетка постоянной структуры с 
закреплением узлов на границе фаз. Довольно естественным и популярным 
приемом, как при численном решении, так и при теоретическом 
исследовании, является применение функционального преобразования новой 
независимой переменной, такое что в новых переменных задача 
рассматривается в фиксированной области. В этом случае граница 
химической реакции (или фазового перехода при изучении теплопереноса) 
совпадает с фиксированной координатой. 
Для многомерных задач с фазовым переходом использование методов с 
явным выделением границы раздела фаз во многих случаях связано с 
алгоритмическими сложностями и большими вычислительными затратами. 
Для приближенного решения таких задач широкое распространение 
получили методы сквозного счета. Для этого используется обобщенная 
формулировка классической задачи Стефана, а для решения многомерных 
задач используются экономичные разностные схемы. 
Численное решение рассматриваемой системы сопряжено с рядом 
трудностей. Первая связана с тем, что одна из пространственных координат 
задачи (по оси Ox) задачи определена на полупрямой )[0, , а не на 
конечном отрезке. В то же время уравнения системы представляют собой 
задачу параболического типа с неизвестной подвижной границей. Перейдем 
к описанию использованных численных методов. 
Сначала выполним преобразование координат, переводящее луч  0,  
в отрезок, а именно сделаем замену  11/=x , тогда 
 




Для того чтобы, внутренняя задача (46), определенная на области с 
криволинейной границей, перешла в задачу на прямоугольной области, 
введем новую пространственную переменную y  по правилу   ,= Sy . C 
учетом зависимости y  от  и   для частных производных функции w  
получаем следующие выражения:  
 



















































    1.=,10,=,00,=)(0,  uuxu  
     ,,,,,=,, 2 yxwSSyyxwFSyxw yyy    
0,=),(0, yxw  
 ,,=,0),( xuxw   
    0.=,1,,1, xwSxwy   
  0.=)(0,,,1,= xSxwS   
 
Данные преобразования координат позволяют построить разностную задачу 
на фиксированной пространственно-временной сетке. Пусть T  − конечный 
момент расчетного времени, 1h  и 2h  − равномерные шаги по координатам x  
и y ,  − шаг по времени. Множество точек деления (узлов сетки)   можно 




     2211 1/=;0,1..=;=1/=;0,1..=;== hMMjjhyhNNiihx ji  
 ./=;0,1..=;=  TLLkktk  
 
С использованием разностной аппроксимации производных первого и 
второго порядка [14], [15] заменим систему (45)-(46) её дискретным 
аналогом, используя неявную разностную схему. 
Получившаяся разностная задача связана с решением на каждом новом 
временном слое ktt =  нелинейной системы алгебраических уравнений 
относительно неизвестных jikw ,, . Приведем способ итерационного решения. 
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0,  (51) 



















ki wwwSh   (53) 




ki wSS   (54) 




В формулах (48)-(54) верхний индекс s  указывает на номер итерации. 
В качестве начальных значении для итерационной процедуры возьмем 
значения с предыдущего временного слоя 1= ktt , то есть 





Такой способ линеаризации помогает разделить поиск неизвестных на 
два этапа, что позволяет находить значения u  и w в узлах сетки  , 
используя в каждом случае наиболее подходящие методы. 
На первом этапе находится поверхностная концентрация диффузанта 




)( }{  задача (48)-(49) представляет собой линейную 
систему с трехдиагональной матрицей, поэтому ее решение легко ищется с 
помощью метода прогонки [15], [16]. Итерации продолжаются до тех пор, 
пока значения на итерациях не будут близки:   1
)(1 ||<||  ss uu . При 
численных расчетах 1  бралось равным 
310  либо 510 . 
На втором этапе решается нелинейная внутренняя задача для w. Пусть 
kijj wv =  для Mj 1..= , тогда  
t
Mvvv ,...,,= 10v  − вектор неизвестных ( t  − 
знак транспонирования). Рассмотрим так же вектор-функцию )(v , с 
помощью которой внутреннюю задачу (50)-(54) можно записать в виде 
 ,,,,=)( 10 Mvvv v  при этом сама функция )(v  определяется следующим 
образом 
 ,=)( 00 kiuv  v  
      11221, 2=)( jjjkiijkjj vvvFhSwvv  















Теперь, для того чтобы найти w (на каждой "внешней" итерации c 
номером s ), необходимо решить систему нелинейных уравнений 
  0=,...,, 10 MvvvΦ  методом Ньютона: 
 
      ,= )()(1)(1 llll J vΦvvv    (55) 
 
где    ji vJ  /=v  − матрица Якоби. Расчеты проводятся до тогда момента, 
когда корректирующие приращения   )(1= ll vvv    становится достаточно 
малыми по евклидовой норме. 
Изложенная двухэтапная итерационная процедура численного решения 
задачи может быть отражена схемой, представленной на рисунок 9. 
Матрица Якоби для внутренней задачи имеет структуру 
трехдиагональной матрицы с заполненным последним столбцом (рис. 3), что 
позволяет эффективно найти величину v  из системы    )()( = llJ vΦvv   c 












Рисунок − 10 Схема получаемой матрицы Якоби J . 
На линиях находятся ненулевые элементы. 
 
Приведём формулы используемого метода, которые могут быть 
применены для нахождения решения следующей системы линейных 




































Учтем наличие неизвестного Mv , предположив, что имеет место 
рекуррентное соотношение 
 1.1..=,=  Mjvvv Mjjjjj  (57) 


















v   
 
Подставим (27) в j -ое уравнение системы (26) 
 
   .=1 jMjjjjjMjjjjj dvevcvbvva    
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Поскольку (57) должно быть выполнено для любых jv , выражая jv  
через 1jv  и Mv , получим рекуррентные формулы для коэффициентов 
























   (58) 
 
При этом MjjM vv  =1  и 1= MMv , а M , M , 1M  вычисляются 




















Данная процедура решения задачи (56) имеет вычислительную 
сложность  MO . 
Для нахождения длины поверхностного слоя прореагировавшего 
вещества необходимо решить обезрамеренный вариант уравнения 
   =)(, slS . Поиск sl  осуществлялся с помощью метода деления отрезка 
пополам, при этом учитывалось монотонность функции глубины фронта 
реакции S . 
Завершая описание метода приведем формулы для коэффициентов 
системы применительно к функции )v(  
 
 0;=0,=1,= 000 ecb  









F , то для 21,= Mj :  
 ,=)( kiMjj Sva v  
 ,2=)( 222 kij Shb v  
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 ,=)( kiMjj Svc v  
     21,22=)( kiijkjj Swvhe v  
    .11 kiMjjj Svvv    
 
Значение 1Ma , 1Mb  определяется по формулам выше при 1= Mj . 
Коэффициент 1Me  находится согласно следующему выражению:  
        kiMMMMkiijkMM SvvvSwvhe 1221,121 2=  
 .1 kiMM Sv  
 
 
3.1.3. Программный комплекс 
 
При реализации всего проекта по исследованию поверхностной 
реакционной диффузии существенная ставка была сделана на численный 
метод решения математических моделей. Алгоритмы решений приводились в 
отчетах за II и III этапы выполнения работ, а на V этапе была подробно 
проанализирована погрешность и сходимость численного метода решения. 
Ниже приводится описание вычислительного комплекса, который был 
разработан в ходе выполнения исследования. 
На II этапе выполнения работ численное решение было реализовано в 
программе Solution_SRD с помощью встроенного языка программирования в 
пакете математических программ MathCad. 
На III этапе выполнения работ все алгоритмы численного решения 
задачи были переписаны на языке программирования С++ и включены в 
комплекс программ, специально разработанный для целей исследования 
явления поверхностной реакционной диффузии. Теоретической основой 
комплекса являются численные методы и алгоритмы, разработанные для 
решения систем параболических уравнений, граничные условия которых 
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заданы на заранее неизвестной подвижной границе. 
В результате исследовательской работы программный комплекс для 
расчета основных характеристик процесса поверхностной реакционной 
диффузии был зарегистрирован в Реестре программ для ЭВМ «19» апреля 
2012 г. Свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ   
№ 2012613680 прилагается к данному отчету (раздел 4). 
 
Интерфейс пользователя и функциональные возможности 
Описываемый комплекс представляет собой многопоточное 
приложение с графическим интерфейсом пользователя, позволяющим с 
помощью различных настроек методов и параметров получать решения 
моделей поверхностной реакционной диффузии 
Программный комплекс состоит из различных модулей и 
объединяющего их графического интерфейса пользователя, который 
позволяет: 
     • задавать значения безразмерных параметров, входящих в модели, 
которые описывают поверхностную реакционную диффузию, а также 
задавать вспомогательные управляющие параметры, например такие как 
шаги сетки, в узлах которой ищется решение; 
    • выбирать изучаемую модель поверхностной реакционной диффузии: 
простая модель, модель с испарением диффузанта, модель с обратимостью 
химической реакции, обобщенная модели. 
    • выбирать метод решения: численный или аналитический (для тех 
случаев, когда возможно получить соответствующие формулы); для всех 
моделей реализованы численные методы, основанные на решении исходных 
задач, и методы, решающие "упрощенные"  системы; 
    • осуществлять расчет, обработку и построение графиков зависимостей, 
относящихся к перечисленным выше задачам; 
    • пользоваться сервисным набором функций при работе с построенными 
графиками - наложение графиков, выбор различных цветов и типов линий. 
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    • сохранять результаты расчетов в виде таблиц данных или в виде отчёта о 
результатах. 
Для реализации алгоритмов численного решения задачи и 
визуализации результатов, был выбран язык программирования С++. Среди 
его достоинств выделим наличие большего количества библиотек, а также 
компиляторов для различных платформ, которые обладают достаточно 
высоким качеством оптимизации программного кода. Наличие 
международного принятого стандарта (ISO/IEC 14882) также можно отнести 
достоинствам этого языка. 
Благодаря выбранной среде программирования удалось создать 
достаточно удобный инструмент для изучения моделей, описанных в 
предыдущих главах, позволяющая исследователю сравнивать решения, 
получать новые сведения о характеристиках изучаемого явления. 
Графический интерфейс пользователя был разработан с помощью 
кроссплатформенного графического С++ - инструментария для разработки 
программного обеспечения Qt, включающий библиотеку классов и другие 
необходимые компоненты. Использование Qt (Qt SDK) позволяет запускать 
программы, написанные с использованием его возможностей, во многих 
операционных системах путем компиляции для каждой из них, без 
изменения исходного кода. Так на данный момент работоспособность 
комплекса проверена в операционных системах Windows (XP, Vista, Seven) и 
некоторых Linux-системах (Ubuntu 9.10 и выше). 
Главное окно программы имеет простую структуру. Справа 
располагается панель, на которой находятся почти все элементы управления. 







Рисунок 11   Главное окно программы после запуска. 
 
Выбор моделей, описывающих поверхностную реакционную 
диффузию, осуществляется с помощью стрелок, расположенных по бокам 
панели элементов управления. На каждой странице можно посмотреть 
уравнения и определение безразмерных параметров, нажав кнопку с 
надписью "Показать уравнения". Под блоком информации о модели 
находятся элементы, с помощью которых можно задать значения 
безразмерных параметров, выбрать метод расчета, шаги разбиения для 
численных методов, указать графики каких неизвестных величин 
необходимо отобразить на экране. Расчет начинается после нажатия на 
кнопку "Рассчитать и показать уравнения". 
Решение моделей, описывающих поверхностную реакционную 
диффузию, производится в отдельном потоке, благодаря чему не происходит 
«замораживание» графического интерфейса пользователя, позволяя работать 
с ранее вычисленными данными. Во время расчета отображается индикатор 




Все элементы управления снабжены поясняющими надписями, 
которые появляется при наведении указателя мыши. 
Результаты расчетов выводятся, преимущественно, в виде двумерных 
графиков, с помощью открытой библиотеки MathGL, которая служит для 
создания научной графики на различных платформах, обладает большим и 
обновляемым набором типов графиков, поддерживает TeX команды в 




Рисунок 12   Отображение и сравнение результатов расчетов,  
полученных для разных параметров модели. 
 
Окна, содержащие графики функции, обладают единым интерфейсом. 
(рисунок 12) В заголовке окна выводится график какой показан. Чуть ниже 
выводится информация о выбранных значениях безразмерных параметров 
модели, о методе расчета, который использован, а также его 
характеристиках, для численных методов, например указываются шаги 
разбиения. Для того чтобы изменить диапазон значений осей координат, в 
пределах которых строится график, достаточно подвести курсор мыши к 
 52 
 
осям и ввести нужные значения в появившихся полях. 
Параметры линии (цвет, тип начертания), и некоторые другие свойства 
можно настроить в диалоговом окне "Параметры графика", которое 
появляется после нажатия на кнопку со значком . В программном комплексе 
визуализация двухмерных функции (концентрации диффузанта на 
поверхности u  и глубины фронта реакции S ) осуществляется с помощью 
отображения на одном графике нескольких проекции. Ось и точки проекции 
можно выбрать в диалоговом окне "Параметры графика". Данный подход 
выбран как более информативный при изучении моделей поверхностной 
реакционной диффузии. 
Сопоставить результаты, полученные для разных параметров метода 
решения или модели, можно, нажав на кнопку "Сравнить результаты" и 
выбрав нужные графики. 
Во время изучения поведения решений моделей поверхностной 
реакционной диффузии зачастую необходимо проводить большое количество 
экспериментов для различных значений параметров. С целью обобщения в 
комплексе реализована возможность сохранения результатов. Они могут 
быть сохранены в виде таблиц значений, которые могут быть использованы 
для дальнейшего анализа в других программных комплексах, а также в виде 
отчета о в TeX файле с графиками, которые можно выбрать диалоговом окне 
сохранения данных, представленном на рисунке 13  
 
 
Рисунок 13   Диалоговое окно выбора варианта оформления. 
 
Во время выбора пользователем формата, в котором бы ему хотелось 
видеть результаты расчетов (таблицы или отчет), асинхронно запускается 
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функция поиска на компьютере пользователя установленных трансляторов 
языка TeX. В случае успешного обнаружения, TeX-файл с отчетом будет 
преобразован в кроссплатформенный формат электронных документов pdf. 
Данная функция реализована только для операционных систем MS Windows. 
После завершения операции выводится сообщения об имени каталога, в 
котором находятся сохраненные файлы. 
 
Логическая структура комплекса 
При написании использовался объектно-ориентированный подход, то 
логически программа является набором классов, среди которых можно 
выделить условно три группы. В одной из них описывается модели 
поверхностной реакционной диффузии, алгоритмы их решения. Другая часть 
отвечает за отображение полученных данных. В третьей - содержатся 
описание элементов управления главного окна, диалоговых окон и 
реализация реакций на действия пользователя. Можно сказать, что 
архитектура комплекса построена на базе шаблона проектирования "модель-
представление-контроллер" ("мodel-view-controller"). Подобный подход 
позволяют каждую из частей комплекса расширить или полностью заменить. 
Немного подробней остановимся на каждой из групп классов. 
Все модели, описанные в предыдущих главах работы, имеют общие 
составляющие, необходимые для описания процесса поверхностной 
реакционной диффузии. В каждой из них необходимо определить 
концентрации диффузанта на поверхности подложке u  и в её внутреннем 
объеме w, толщину прореагировавшего слоя S , длину поверхностного слоя 
продукта реакции sl , максимальное значение рассматриваемого временного 
промежутка. Эти функции зависит от двух пространственных координат, и 
времени. Именно это отражено в классе DescriptionSRD, в котором 
определены типы SurfaceLength, SurfaceConcentration, DepthFront, 
InternalConcentration, которые являются указателями на динамические 
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массивы. Это позволяет в случае необходимости, переопределив типы, 
использовать другие контейнеры хранения данных, реализующие 
динамические массивы произвольного доступа. 
Используемые имена членов класса DescriptionSRD, в целом, 
совпадают с используемыми в данной работе обозначениями. 
Остальные классы, в которых реализуются аналитические методы 
решения для моделей поверхностной реакционной диффузии, являются 
потомками DescriptionSRD и начинаются с префикса "Analytic". Этот же 
класс является предком для InterNumericSolution, члены которого - общие 
элементы для численных алгоритмов решения системы параболических 
уравнений, такие как шаги разбиения и функция вычисления евклидовой 
нормы вектора. Соответственно, в классах-потомках последнего реализованы 
методы численного решения из третьей главы в применении ко всем 
вышеизложенным моделям. 
В отдельный модуль вынесен модифицированный метод прогонки для 
решения систем линейных уравнений. Он реализован в функции 
solveSparseSystem. При этом был использован один из элементов 
обобщенного программирования, а именно механизм шаблонов, с целью 
создания подпрограммы, которая может обрабатывать разнотипные входные 
данные. Так с помощью идентификатора NumberType параметризуется как 
тип входных данных, так и тип получаемого результата. Входными 
элементами функции solveSparseSystem являются указатели на массивы, 
соответствующие лентам матрицы, содержащих ненулевые элементы, массив 
значений правых частей для системы уравнений и размер этих векторов. 
За формирование самих графиков отвечает класс SRDGraphics, методы 
которого обращаются к функциям библиотеки MathGL. Именно в данном 
классе описаны сценарии визуализации двухмерных функций (для 
концентрации диффузанта на поверхности u  и глубины фронта реакции S ), 
трехмерных (для концентрации диффузанта во внутреннем объеме 
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подложки), а также для длины поверхностного слоя sl . 
В классе ResearchMainWindow находятся методы, ответственные за 
взаимодействие пользователя с элементами управления главного окна 
программного комплекса. 
В классах, начинающихся с префикса Show, реализовано управление 
отображением полученных в ходе расчете данных. ShowRootClass по своему 
предназначению является базовой структурой, в которой собраны общие 
элементы управления для всех типов графиков. В классах ShowUClass, 
ShowSClass, ShowWClass, ShowLsClass содержатся специфичные функция 
для отображения профилей концентрации диффузанта на поверхности 
подложки, фронта химической реакции, концентрации реагента внутри 
подложки и длины поверхностного слоя продукта реакции соответственно.  
Таким образом, разработан программный комплекс, обладающий 
простым графическим интерфейс, позволяющий с помощью различных 
настроек методов и параметров получать решения систем параболических 
уравнений, заданных на меняющихся с течением времени областях, которые 
моделируют процесс поверхностной реакционной диффузии. 
 
 
3.1.4. Рекомендации по возможности использования результатов 
 
Эффективность полученных результатов в сравнении с научно-
техническим уровнем заключается в том, можно сформулировать 
рекомендации по нанесению тонких пленок на поверхность с помощью 
поверхностной реакционной диффузии. Дело в том, что наличие двух 
режимов скорости роста концентрационного уровня позволяет 
контролировать площадь покрываемой поверхности и толщину самой 
пленки: в первые моменты времени вещество активно распространяется по 
поверхности образца (определяется площадь покрытия), далее в режиме 
 56 
 
«почти постоянной» скорости роста концентрационного уровня cs ulu ))(,(   
площадь меняется малозначительно, но увеличивается толщина покрытия. 
Такое понимание процесса позволяет дать более развернутые и конкретные 
рекомендации для использования результатов проведенных НИР. 
 Допустим, что необходимо покрыть поверхность плоского образца 
равномерной пленкой, которая является продуктом реакции. Для этого на 
плоской поверхности нужно разместить несколько источников 
диффундирующего вещества. Это могут быть таблетки или гранулы (в 
зависимости от себестоимости изготовления формы). Плотность размещения 
этих источников на поверхности образца и геометрические размеры 
напрямую связаны со скоростью распространения диффузанта по 
поверхности. Размеры этих источников можно выбрать в зависимости от 
скорости распространения диффузанта по поверхности подложки (не должно 
быть пустых зон). Количество вещества в таблетках (или гранулах) можно 
определить из условия толщины требуемого покрытия: все вещество 
диффундирует в подложку образца и реагирует. 
 Стоит отметить, что испарение диффузанта с поверхности образца 
замедляет распространение поверхностной диффузии, потому осуществление 
эксперимента в камерах малого объема способствует более быстрому 
распространению диффузанта по поверхности и, как следствие, способствует 
увеличению скорости получения покрытий. 
 Как поступить, если поверхность не является плоской (трубка, шар)? В 
этом случае наиболее экономичным является вариант с засыпкой диффузанта 
в виде гранул. Засыпка принимает любую форму, гранулы обеспечивают 
равномерную плотность касаний, а значит равномерное покрытие без 
пропусков и «белых пятен». Чтобы свести к минимуму «белые пятна» (как 
возможный дефект покрытия) можно обеспечить перемешивание засыпки в 
процессе отжига. Толщина покрытия в данном случае будет зависеть 
исключительно от времени эксперимента.  
Геометрические размеры гранул можно вычислить из модельных 
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экспериментов, определив характерную длину поверхностного 
прореагировавшего слоя (как далеко по поверхности проникает диффузант). 
 Чтобы уменьшить количество экспериментов при изучении какой-либо 
пары веществ, можно воспользоваться программой для расчета 
поверхностной реакционной диффузией. Однако для этого необходимо знать 
(хотя бы по порядку величины) параметры, входящие в модель: 
коэффициенты диффузии, коэффициент реакции и т.д. Программный 
комплекс можно использовать и при решении обратных задач: для 
определения параметров модели (коэффициентов диффузии, реакции и 
испарения) можно измерять глубину и дальность проникновения фронта. 
Программа достаточна проста и быстра в использовании, вполне может 
использоваться исследователями-химиками в своих работах и инженерами 





3.2 Газопоглощающие материалы на основе лития 
 
В настоящем проекте рассмотрен вариант сорбционной задачи, когда 
реакционная геттерная пленка находится в вакуумной камере при 
постоянном отрицательном давлении активного газа. Подобная ситуация 
нередко возникает на практике, например, при непрерывном детектировании 
летучих веществ с помощью масс – спектрометра, в некоторых методах 
измерения сорбционных параметров геттерных материалов, при 
производстве многих пленочных материалов и т.д. Построение 
математической модели для таких процессов способствует разработке новых 




3.2.1. Исследование газопоглощающих материалов при наличии 
постоянного давления в вакуумной камере 
 
В ходе выполнения II этапа работ по Государственному контракту 
обсуждалась модель геттерного материала при наличии постоянного 
давления в вакуумной камере. Постоянство давления позволило описать 
процесс истощения лития, оценить относительную сорбционную емкость 
материала.  
Анализ показал, что важным для понимания процесса исчерпания 
лития (скорости сорбции) является наличие диффузионного или 
кинетического режима протекания процесса, которое определяется 
величиной параметра Н. Систематично и подробно были рассмотрены оба 
режима и дано их сравнение. Оказалось, что на эффективность 
использования материала значительную роль оказывает величина давления, 
при котором используется материал. Повышенное давление приводит к тому, 
что в материале образуется диффузный слой, который препятствует 
поглощению газов в камере и значительно понижает скорость сорбции (а 
значит и полезность материала). Наоборот, пониженное давление приводит к 
кинетическому режиму, при котором скорость сорбции и относительная 
сорбционная емкость выше, а материал используется продуктивнее. 
 Логичным продолжением работ по изучению нового геттерного 
материала является сопоставление его работоспособности в стандартных 
условиях с другими материалами. Стандартные условия подразумевают 
постоянство температуры, давления, наличие тестового газа (водорода, 
угарного газа). Конечно наиболее исчерпывающие данные может дать только 
эксперимент. Однако мы не располагаем необходимыми лабораторным 
оборудованием и профессиональными навыками для экспериментальных 
исследований, но мы можем качественно (с помощью моделирования) 
предсказать поведение материала в стандартных условиях. Модель 
геттерного материала при наличии постоянного давления в вакуумной 
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камере (разработанная на 2-ом этапе) хорошо подходит для этой цели. В ней 
прямым образом предусмотрено постоянство давления и фактически 
подразумевается постоянство температуры (коэффициенты диффузии и 
химической реакции считаются постоянными) и однородность газа. Конечно 
в модель трудно заложить конкретные характеристики и значения 
параметров, потому остановимся на качественном сравнении. 
Для сравнения геттерных материалов  между собой применяют 
Стандарт ASTM  F798-97. Он разработан ASTM Internetional (American 
Society for Testing and Materials) американской международной добровольной 
организации, разрабатывающей и издающей стандарты для материалов, 
продуктов, систем и услуг. Стандарт описывает общепринятые исследования 
для определения скорости натекания, сорбционной емкости, газовой 
составляющей в неиспаряющих геттерах. На рисунке 14 приведен типичный 
пример результатов исследования материала. 
Спомощью модели геттерного материала при наличии постоянного 
давления в вакуумной камере был построен рисунок 15. Мы можем отметить 
качественное совпадение расчетной кривой с типичными 
экспериментальными графиками других материалов: расширенное плато с 
резким уменьшением. Количественные оценки давать трудно, но на 
качественном уровне можно смело утверждать, что поведение геттерного 
материала на основе лития соответствует аналогам, а в совокупности с 







Рисунок 14 – пример результатов исследования материала. 
 
  
Рисунок 15 – Результаты исследования геттерного материала на основе лития в 
логарифмических координатах. Зависимость скорости сорбции J(t) (скорости натекания) 







3.2.2 Конкурентные преимущества литиевых газосорбентов 
 
Примерам литиевых газосорбентов является твердые растворы Li в Ag, 
Al, Au, Co или Cu [17]. Такие газосорбенты могут не только в зависимости от 
температуры работать как распыляемый или нераспыляемый геттер, но и 
является первым, по-видимому, представителем пассивирующихся геттеров с 
химически активным компонентом [18], что упрощает обработку и хранение 
материала. 
Достоинством литиевых газосорбентов является их пластичность, что 
позволяет сравнительно легко придавать материалу любую нужную форму 
(шарики, проволочки, ленты, фольги). 
Твердые растворы являются более удобным исходным продутом для 
создания высокоэффективных газосорбентов, чем элементарные металлы, 
поскольку реакционность растворов поддается регулированию, а 
оптимальная для сорбционного процесса микроструктура может быть 
получена в этом случае простыми средствами, непосредственно 
вытекающими из характера фазовых равновесий в сплавах.  
Среди химически активных металлов, щелочных и щелочно-
земельных, литий проявляет наибольшую способность сплавляться с 
металлами других групп, и только литий образует с некоторыми из 
устойчивых к атмосфере металлов твердые растворы в широкой 




Рисунок 16  Диаграмма состояния сплава серебро-литий по данным [19]. 
 
Такие сплавы, содержащие активный металл в инертной матрице 
металла-растворителя, оказались более удобным в обращении газосорбентом, 
чем интерметаллические соединения с активным компонентом [20]. 
Более того, литий способен поглощать любые газы кроме благородных. 
Известны соединения лития со всеми остаточными газами или их 
компонентами, исключая инертные, и эти соединения стабильны в вакууме 
при комнатной и более высоких температурах [21]. 
В конкретном случае малых запаиваемых вакуумных камер, в которых 
необходимо длительное время поддерживать вакуум, геттерный материал на 
основе лития позволяет продлить срок службы камер более чем на порядок и 
довести его до 10-20 лет. Об этом говорит исследование [22]. 
Эффективность результатов, полученных в ходе реализации данного 
Государственного контракта, в сравнении с научно-техническим уровнем 
заключается в том, что указанная связь между относительной сорбционной 
емкостью S материала и давлением в камере Р может стать основой нового 
способа повышения технико-экономических показателей вакуумных 
приборов. В частности, увеличение относительной сорбционной емкости 
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геттерных пленок определяется выбором оптимальных давлений Р. Поэтому 
практическое использование результатов исследования в реальном секторе 
экономики перспективно. 
Стоит также добавить, что скорость поглощения газов литиевым 
газосорбентом может регулироваться температурой образца, а при больших 
температурах литий может испаряться (т.е. работать как распыляемый 
геттер). 
Таким образом возможны разные технические решения при 
использовании литиевых газосорбентов, а высокая поглощающая 
способность материала позволяет продливать срок работы вакуумных 






























4. Публикации результатов НИР 
 
Согласно Государственному контракту на шестом этапе исследований 
необходимо подготовить публикацию в высоко рейтинговом журнале из 
списка ВАК. Такая работа была проделана на пятом этапе. В мае 2012 г. в 
редакцию журнала International Journal of Heat and Mass Transfer издательства 
Elsevier была направлена статья «Mathematical model surface reaction diffusion 
during formation of molybdates and tungstates». Статья прошла рецензирование 
и принята к печати «08» октября 2012 г., «26» октября согласована 
корректура. Сроки выхода публикации и выходные данные до сих пор не 
определены. Статус статьи доступен на сайте редакции 
http://authors.elsevier.com/TrackPaper.html?trk_article=HMT9379&trk_surname=
Zverev. Как только выходные данные появятся, так сразу они будут 
отражены в кабинете держателя гранта на сайте www.kadryedu.ru. Ниже 
представлен текст публикации, который был прислан на корректуру, и 
разрешительные документы. 
В результате исследовательской работы была создана программа для 
расчета основных характеристик процесса поверхностной реакционной 
диффузии. Описание программы приводилось в данном отчете выше. Здесь 
прикладывается копия Свидетельства о государственной регистрации 
программ для ЭВМ  № 2012613680. Дата регистрации в Реестре программ 



































































Работы по выполнению Государственного контракта № П1230 
"Диффузионные процессы в новых геттерных материалах и на поверхностях 
при наличии областей с движущимися границами" были выполнены в 
соответствии с оптимальным вариантом направления исследования и планом 
проведения исследования. Основными результатами работы являются: 
1. Разработана математическая модель поверхностной реакционной 
диффузии при условии обратимости химической реакции и 
проанализировано влияние обратимости реакции на явление 
поверхностной реакционной диффузии. Выполнен расчет 
концентрационных уровней, скорости распространения фронта реакции, 
образование тонкого поверхностного покрытия. (Этап II) 
2. Выполнена постановка модели поверхностной реакционной диффузии 
при условии испарения диффундирующего вещества и  проанализировано 
влияние испарения на явление поверхностной реакционной диффузии. 
Выполнен расчет характеристик процесса. (Этап III) 
3. Разработана модель, учитывающая одновременно обратимость 
химической реакции и наличие испарения диффундирующего вещества. 
Изучено одновременного влияния этих факторов на стабилизацию 
поверхностного прореагировавшего слоя. Выполнен расчет 
концентрационных уровней, скорости распространения фронта реакции, 
образования тонкого поверхностного покрытия. (Этап IV) 
4. Выполнено сравнение всех трех моделей поверхностной реакционной 
диффузии: с испарением диффундирующего вещества, с обратимостью 
химической реакции, а также с одновременным влиянием этих факторов. 
(Этап IV) 
5. Разработана математическая модель, описывающая работу нового 
геттерного материала на основе лития при условии постоянства давления 
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в вакуумной камере. Определены все характеристики процесса: 
концентрации лития внутри материала, скорости поглощения остаточных 
газов вакуумной камеры, скорости роста поверхностного слоя продуктов 
реакции. (Этап II) 
6. Проанализирована долговечность и эффективность использования 
нового геттерного материала в стандартных условиях, выполнено 
сравнение с характеристиками существующих аналогов. (Этап III) 
7. Проанализирована устойчивость решений, сходимость итерационных 
процедур используемых для поиска решений построенных ранее моделей. 
Выбраны параметры сетки численного счета, позволяющие 
минимизировать погрешность. (Этап V) 
8. Обобщение и оценка результатов исследований, выработка 
рекомендаций по возможности использования результатов проведенной 
поисковой научно-исследовательской работы в реальном секторе 
экономики, при создании опытно-конструкторских разработок  и при 
разработке научно-образовательных курсов. (Этап VI) 
9. Результаты исследований опубликованы в двух статьях 
высокорейтинговых журналов из списка ВАК; представлены в 3-х тезисах 
международных научно-технических конференциях; зарегестрирована 
программа расчета для описания поверхностной реакционной диффузии 
(Свидетельство о государственной регистрации программ для ЭВМ  № 
2012613680 от «19» апреля 2012 г.); подготовлена кандидатская 
диссертация В.С. Зверева «Математическое моделирование 
поверхностной реакционной диффузии с фронтальной химической 
реакцией»; прошли защиту 2 квалификационные работы студентов на 
степень бакалавра наук.; материалы исследования использовались для 
ведения научно-образовательных курсов «Аналитические методы 
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